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#2 6. Teorema jedinstvenosti reSenja Maksvelovih jednacina. Teorema
koju ¢emo dokazati u ovom odeljku kaZe da ista pobuda odredenog linearnog sistema
uvek prouzrokuje isto elektromagnetsko polje u njemu. Ta teorema je vaZna iz
vise razloga. Na primer, do reSenja problema mozemo dodi na vise nacina i u vidu
prividno razli¢itih matematickih izraza; po teoremi jedinstvenosti resenja Maksve-
lovih jednacina, sva ta re§enja moraju biti ekvivalentna. Takode, od izuzetne je
vaznosti znati da ¢e se odredeni sistem, pobuden na isti nacin u raznim vremenima,
uvek isto pona$ati. Zatim, od teorijskog interesa je izuciti pod kojim uslovima je
elektromagnetsko polje u nekom sistemu jedinstveno, naime koji su podaci neop-
hodni da bi se dobilo redenje. Na kraju, niz drugih teorema i osobina elektromagnet-
skog polja mogu se dokazati korid¢enjem teoreme jedinstvenosti resenja.

Od interesa su dva oblika op$te teoreme jedinstvenosti resenja. Jedan oblik
se odnosi na jedinstvenost resenja u slucaju izvora u neogranicenoj sredini. Drugi
se odnosi na jedinstvenost re$enja Maksvelovih jednacina samo unutar izvesnog
domena. Ovaj drugi oblik ima vise primena, na primer u teoriji likova, teoriji ekvi-
valentnih izvora itd.

Posmatrajmo prvo domen @ ograni¢en povrsi S. Neka je sredina linearna u
wem smislu i neka unutar S postoje izvori (pobudne elektri¢ne i magnetske struje)
koji su ukljuceni u trenutku ¢ = 0 ili kasnije*. Pretpostavimo, takode, da postoje i
izvori izvan S, koji mogu biti proizvoljno rasporedeni, ali su isto tako ukljuceni u
trenutku ¢ = 0 ili kasnije. Zelimo da ispitamo pod kojim uslovima je elektromagnet-
sko polje unutar S jedinstveno.

Pretpostavimo da su moguca dva resenja Maksvelovih jednacina, recimo stoga
§to su u dva eksperimenta izvori unutar » ukljuceni na isti nacin, ali su izvori izvan
o razliciti. Obelezimo ta polja sa E,, H, i E,, H, (razume se, svi vektori su funkcije
polozaja tacke i vremena). I razlike ovih polja zadovoljavaju Maksvelove jednacine
(pretpostavili smo da je sredina linearna, pa vazi teorema superpozicije). Medutim,
kako su izvori polja unutar » u oba slucaja isti, razlike E — (E, — E,)i H — (H, —
— H,) nemaju izvora unutar v. (To se vidi ako oduzmemo Maksvelove jednacine
za E,, H, od onih za E;, H,.) Primenimo na polje E, H Pointingovu teoremu (1)
prethodnog odeljka. Imajuc¢i u vidu da je
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isli¢no za H - 9B/dt, Pointingova teorema za polje E, H koje unutar v nema izvora
glasi

a -~
0= |cE*dv + oy (1/2 eE? + 1/2 pH?*) dv |
v L g

+ §(E > H)-ds. (1)
s

Prvi ¢lan sa desne strane predstavlja DZulove gubitke u domenu o, i sigurno je
pozitivan. Drugi ¢lan predstavlja izvod po vremenu elektromagnetske energije

* Teorema se moze dokazati i za sredinu linearnu u $irem smislu, ali je dokaz duZi i sloZe-
niji, pa ga ovde ne¢emo izvoditi. Takode, na isti na¢in kao niZe teorema se moze dokazati ako se
pretpostavi da je u trenutku ¢ — 0 elektromagnetsko polje unutar v zadate (a ne nula).
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unutar o, i mozZe biti i pozitivan i negativan. Tredi ¢lan opisuje razmenu elektro-
magnetske energije kroz S, i moze, takode, biti i pozitivan i negativan.

Pretpostavimo da je povrsinski integral u poslednjoj jednacini jednak nuli.
(Nize ¢emo ispitati kada to sve mozZe biti slucaj.) Tada drugi ¢lan, izvod po vremenu
elektromagnetske energije polja E, H unutar 2, mora u svakom trenutku biti nega-
tivan ili nula (ako je, eventualno, sredina bez gubitaka). Medutim, pretpostavili
smo da do trenutka ¢ = 0 nije bilo polja, dakle ni energije sadrzane u polju. Izvod
energije po vremenu stoga ne moze biti negativan, jer energija polja ne moze biti
manja od nule. Gornja jednacina je otuda zadovoljena samo ako je £ = 01 H — 0,
odnosno E;, = E, i Hy — H, za t > 0. Dakle, reSenje Maksvelovih jednacina je
jedinstveno ako je povrsinski integral u gornjoj jednacini jednak nuli. Ispitajmo
kada je to slucaj.

Pretpostavimo da je za ¢ — 0 zadata tangencijalna komponenta vektora E u
svim tackama povrsi S, /i tangencijalna komponenta vektora H, i/i tangencijalna
komponenta vektora E na jednom delu povrsi §, a tangencijalna komponenta vektora
H na ostatku. Drugim rec¢ima, pretpostavimo da polja u dva posmatrana slucaja
ispunjavaju jedan od tih uslova, tj. da u svim tackama povrsi S jedan od vektora
razlike resenja, E ili H, bude na nju upravan. Tada je Pointingov vektor E x H u
svim tackama povrsi na nju tangentan, pa je poslednji ¢lan u gornjoj jednacini jednak
nuli, a resenje jedinstveno. Na osnovu ovoga mozZemo iskazati sledec¢u teoremu
jedinstvenosti reSenja Maksvelovih jednacina: reSenje Maksvelovih jednacina
u domenu @ ogranicenom povréi S (unutar koje moze biti i izvora) jedinstveno je
odredeno izvorima unutar S i bilo tangencijalnom komponentom vektora E na
povrsi S, bzlo tangencijalnom komponentom vektora H, bilo tangencijalnom kompo-
nentom vektora E na jednom delu povrii, a tangencijalnom komponentom vektora H
na ostatku povrsi, u svakom trenutku ¢ — 0, pod uslovom da do trenutka 7 =
nije bilo polja.

Poseban oblik teoreme za slucaj neogranicene sredine sledi direktno, posto
uvek mozemo povr$ § izabrati tako velikom da polje do nje (zbog konacne brzine
prostiranja) jos nije stiglo. I tada je povrsinski integral u poslednjoj jednacini jednak
nuli, te je resenje jedinstveno.

U prostoperiodi¢nom slucaju teorema se lako moze prosiriti i na sredine li-
nearne u Sirem smislu. Tada se umesto jednacine (1) moze napisati jednacina koja
sledi iz Pointingove teoreme u kompleksnom obliku, jednacine (14), (23) i (24) pret-
hodnog odeljka, u kojima treba staviti da je leva strana nula. Pretpostavimo opet da je
povrsinski integral jednak nuli. Ako postoje gubici, jednacina (23) odmah daje da
mora biti E — 0, i H = 0. Ako nema gubitaka, teorema ne vazi, poSto prema jedna-
¢ini (24) mora biti jednak nuli integral od (u'H? — &'E?), §t0 je moguce i ako nije
E =01 H = 0. Na prvi pogled ovo izgleda neobi¢no, ali se moze razumeti bez
teSkoca. U ustaljenom prostoperiodi¢nom rezimu, koji reprezentuju Maksvelove
jednacine u kompleksnom obliku, informacija o tome kako je i kada polje uspostav-
ljeno ne postoji, pa u principu ne moZemo reéi kakvo sve polje moze postojati u
sredini bez gubitaka.

Dakle, u prostoperiodicnom slucaju elektromagnetsko polje u domenu v u
kome postoje gubici (ma kako mali) je jedinstveno odredeno izvorima u v i kompo-
nentom E,,,, na povrdi S koja obuhvata domen, ili H,,,, na toj povrsi, ili E,,,, na
jednom delu povrsi, a H., . na ostatku.

]
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skalarni potencijal V" zadovoljava diferencijalnu jednacinu drugog reda
div (grad V) = — gle. (1)

Ova jednaCina se naziva Poasonova jednacina. (Ime je dobila po francuskom mate-
mati¢aru S. D. Poisson-u, 1781—1840.) Njeno reienje nam je poznato:
1 (o (r)do
V)= | @
dme o | r— 71 |
Dok je resenje (2) moguce koristiti samo ako sredina ima istu permitivnost u soim
tackama, jednacina (1) oCigledno vazi i ako je sredina u vidu homogenih delova, sa
ostrim prelazima osobina iz jednog dela u drugi, u svim tatkama sem na grani¢nim
povrsima.
Ako je u nekom homogenom domenu ¢ = 0, Poasonova jednacina se svodi na
tzv. Laplasovu jednacinu,

div (grad V) = 0. (3)

(Pierre Simon Laplace, 1749—1827, bio je veliki francuski astronom i matematicar.)
Laplasova jednacina vazi u svim tatkama homogenih domena, ali ne i na granicama
diskontinuiteta.

Mada poseban slucaj, Laplasova jednacina (3) je od znatno vede vaznosti
nego Poasonova jednacina (1). To je stoga $to se prostorna raspodela opterecenja u
dielektriku kao izvor elektrostatickog polja mnogo rede srec¢e od naelektrisanih pro-
vodnih tela kao izvora polja u dielektriku u kome nema opterecenja.

#3.4.1. Teorema jedinstvenosti reSenja Poasonove i Laplasove jedna-
&ine. Teorema jedinstvenosti reSenja Maksvelovih jednacina, izvedena u odeljku
2.6, bila je dokazana polazec¢i od Pointingove teoreme. Pointingova teorema je bes-
mislena za elektrostaticko polje, te se dokaz jedinstvenosti refenja ne moze preneti
na elektrostatiku. Stoga ¢emo ispitati pod kojim uslovima su refenja jednacina (1)
odnosno (3) jedinstvena ili se, eventualno, razlikuju medusobno za konstantu. Posto
je E—= —grad V, time je obezbedena i jedinstvenost re$enja Maksvelovih jedna-
¢ina za elektrostaticko polje, tj. jednacina rot E = 0 i div ¢E = o.

Posmatrajmo elektrostaticko polje unutar domena @ ograni¢enog povrsi S.
Povr§ S se moze sastojati i od vise povrii, Sy, Sy, . . . S, koje domen ogranicavaju
spolja i iznutra, kao $to je prikazano na sl. 3.13. Neka je permitivnost ¢ dielektrika u
svim tackama domena v ista (homogena sredina u ), i neka unutar v postoje optere-
¢enja poznate gustine g, koja posebno moze biti i nula u svim ta¢kama. Pretpostavimo
da unutar S postoje dva reSenja, V, i V,, Poasonove jednacine (odnosno Laplasove
jednacine ako je p = 0), recimo stoga §to se izvori van S razlikuju. Po$to mora biti
AVy=—o9le i AVy=—ple, to je A(V;—V,) =0. Dakle, u oba slutaja
(¢ # 0 i p = 0) razlika re$enja zadovoljava Laplasovu jednac¢inu. Stavimo, zbog
kraceg pisanja, V', — V,.= V. Ispitajmo pod kojim uslovima je V = 0 (tj. V; = V)
ili ¥V = V, = konstanta (odnosno V, = V, -+ konstanta). ,

Za dokaz nam treba jedan identitet vektorske analize koji ¢emo sada izvesti.
Znamo da je, za dve skalarne funkcije F i G,

div (F grad G) = F div (grad G) -+ grad F * grad G.
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Pomnozimo ovu jednacinu elementarnom zapreminom dwv, integralimo je po proiz-

voljnoj zapremini i primenimo na levu stranu tako dobijene jednacine teoremu Gaus-
-Ostrogradskog. Dobijamo identitet

§ (F grad ) dS = [ [F div (grad G) + grad F - grad G} do. 4)
Ay 4]

Ovaj identitet se obi¢no naziva proi Grinov identitet.

S1. 3.13. Domen v ogranic¢en sloZzenom po-
vrii S koja se sastoji od vise zatvorenih po-
VEEL 83 8130 2 <5 5n-

Stavimo u identitet (4) F = G = V. Postojediv (grad V) = Oigrad V- d§ =
= (0V/on) dS, gde je 0V/on izvod od V u pravcu i smeru izlazne normale na S,
dobijamo da razlika potencijala V' mora zadovoljavati jednacinu

$v 2 ds = [ (grad V2 do. (5)
K on p

Pretpostavimo da je leva strana ove jednacine nula. Posto je (grad V)? = 0,
to je tada bilo V' = 0, bilo V = V, = konstanta, upravo ono §to Zelimo da postig-
nemo. Ispitajmo kada je sve leva strana jednacine (5) nula. Lako je ustanoviti da je
to ispunjeno, izmedu ostalih slucajeva, i u slede¢im, za nas vaznim slucajevima:

1) V=0,t. V, = V,u svim tackama povrsi S (odnosno povrsi S, Sy, .. .,
S, u slucaju slozene povrsi prikazane na sl. 3.13); tada je u svim ta¢kama unutar
domena V, = V, + V,. Kako je na povrsi V, = V,, to je V, = 0, odnosno u svim
tackama je V, = V..

2) 0V/on = 0 u svim taCkama povrsi § (odnosno povrsi S, Sy, ..., S, kada
je S slozena povrs); tada je u svim tactkama dcmena V, = V, + V, ali sada u opstem
slucaju nije V, = 0, jer na povrsi S nije zadato V = 0, ve¢ dV/dn = 0, pa je na povrsi
aV,y/on = oVs/on.

3) V=V, na povr§i S (odnosno na povr§ima S, S;,..., S,), gde je V,

nepoznato, i <E(3Vfdn dS = 0; podto je oV/on = — E,, imaju¢i u vidu Gausov

S
zakon vidimo da ovo odgovara slucaju provodnih naelektrisanih tela &iji su poten-
cijali nepoznati, ali konstanini, a ukupno naelektrisanje svakog tela zadato. U ovom
slucaju potencijal u » je odreden do tac¢nosti aditivne konstante (tj. V; = V, -+ V).

4) Bilo koja kombinacija uslova 1—3 na povr$ima S,, Sy, .. ., S, obezbeduje
da je V, = V, + konstanta ili V, = V..

Prema onome $to je zadato, uslovi su dobili posebna imena. Uslov prve vrste
(zadato V na S, tj. V; = V, na §) naziva se Dirthletov uslov (po nemackom matemati-
¢aru G. L. Dirichlet-u 1805—1859). Uslov druge vrste (zadato 0V/on na S, tj.
oV, /on = 0V,/on na §) naziva se Nojmancv uslcv (po nemackom fizicaru F. Neu-
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mann-u, 1798—1895). Ako je na § zadato 1 V' i 0V/on, uslov se naziva Ko$ijev uslov
(po francuskom matematicaru A. Cauchy-ju, 1789—1857). Videli smo da je Kosijev
uslov preodreden, pa u opstem slucaju resenja nema.

Metode za reSavanje Laplasove jednacine opisa¢emo u jednom kasnijem po-
glavlju. Vide¢emo da se Cesto refenje nalazi probom. Teorema koju smo dokazali
obezbeduje da je to reSenje jedinstveno ako zadovoljava Laplasovu (ili Poasonovu)
jednacinu i jedan od gornjih uslova.

Kao primer primene teoreme jedinstvenosti resenja Laplasove jednacine,
posmatrajmo dvodimenzioni ugaonik prikazan na sl. 3.14. Jedna ivica ugaonika je na
potencijalu ¥V, = 0, druga na potencijalu V, = V,. Naslu¢ujemo da potencijal u
ovom slu¢aju mozZe biti oblika V (r, 0) = V, - (8, — 6)/6,. Ova funkcija zadovoljava
grani¢ne uslove na ravnim povr$ima ugaonika, a istovremeno Laplasovu jednacinu
u cilindri¢nom koordinatnom sistemu, koja glasi (v. Dodatak 2)

1 0 oV 1 02V  o0*V
( ) o STt + -

r - — = =20,
or r* 002 oz?

Pokaza¢emo da je to pravo reSenje problema.

Zamislimo zatvorenu cilindri¢cnu povr$ koja je ograni¢ena poluravnima
ugaonika, dve ravni upravne na njih i krivom povrsi S, koju obrazuju linije vektora
E (koje, istina, ne znamo). Tada na delovima zatvorene povr$i priljubljenim uz
poluravni potencijal znamo, a na ostalim delovima je 0V /on = 0. Uslovi teoreme
jedinstvenosti su, dakle, zadovoljeni, pa je resenje problema koje smo naslutili
pravo, jedino moguce resenje.

\
AN
\S..
Sl. 3.14. Primer primene teoreme jedin- \
stvenosti reSenja Laplasove jednacine. \\
\
\
\
A Y,
% V=V
Posto je E = — grad V, imajudi u vidu izraz za gradijent u cilindri¢cnom koor-
dinatnom sistemu, za vektor E dobijamo
Vo .
E=—gradV=—-""4,
rl,

Linije vektora E su delovi kruga sa centrima na osi 2.

##3.5. Razvoj potencijala po multipolima. Sada ¢emo pokazati da je svaki
sistem opterecenja u homogenoj sredini, ograni¢en sferom proizvoljnog poluprec-
nika, u odnosu na domen izvan te sfere moguce zameniti sistemom ekvivalentnih
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Na kraju, brzina prostiranja faze z; u takvom slucaju je, prema (12),

g L m 1 (1~i..i) (@ < we). (14)

12.5. Prostiranje uniformnih ravnih talasa u dobrom provodniku.
Posmatrajmo sada slucaj kada se uniformni prostoperiodi¢ni talas prostire u dobrom
provodniku. Tada je ¢ > we, pa za koeficijent prostiranja dobijamo priblizan
izraz

y=jo N—joujo=j N—j~Nope=1 + j) Vops2=1 + j) Vapfo. (1)
Tako je za dobar provodnik

a ~ f ~ Jaufo (0 > we). (2)

Impedansa dobrog provodnika, prema jednacini (4) prethodnog odeljka,
Z ~ \joulo. (3)

Talasi koji se prostiru kroz dobar provodnik slabe veoma brzo. Na primer,
u bakru (¢ ~ 58 - 106 S/m, p ~ u,), pri ucestanosti f = 1 MHz, koeficijent slab-
ljenja a ~ 15150 Np/m. To znaci da se amplituda talasa na duzini od 1 mm smanji
za e'®1% ~ 3.8 - 10% puta. Posto je @ = f, talasna duZina talasa je 4 = 2x/f ~ 415
um (prema 4, = 300 m u vakuumu). O¢igledno, prostiranje kroz dobre provodnike
je ograni¢eno na prodiranje talasa iz okolnog dielektrika do neke male dubine, dok
se o nekom prostiranju talasa prakti¢no ne moZe govoriti. U stvari, radi se 0 nama
poznatom povrsinskom efektu (v. odeljak 11.2). U odeljku 11.2 upravo smo analizi-
rali prodiranje uniformnog ravnog talasa od povrsi provodnika u njegovu dubinu,
mada to tamo nismo tako nazvali. Sada razumemo da zbog veoma male talasne du-
Zine talasa u dobrom provodniku ve¢ pri relativno niskim ucestanostima talas mo-
Zemo tretirati kao uniforman ravan talas bez obzira na zakrivljenost povrsi provod-
nika. Citaocu se savetuje da ponovo procita odeljak 11.2 i pokusa da dode i sam do
zakljucka da se tamo radi upravo o uniformnom ravnom talasu.

12.6. Prostiranje ravnih elektromagnetskih talasa kroz jonizovane
gasove. Gornji slojevi atmosfere, priblizno izmedu 50 km i 500 km iznad povrsi
Zemlje, su u vidu razredenog jonizovanog gasa. Taj jonizovani sloj atmosfere naziva
se jonosfera. Jonosfera ima snazan uticaj na prostiranje elektromagnetskih talasa. U
ovome odeljku analiziratemo prostiranje uniformnih ravnih talasa kroz jonizovan
gas. Zbog uproscenja, zanemaricemo sudare jona sa neutralnim molekulima gasa,
tj. slabljenje talasa.

Posmatrajmo ravan uniforman talas koji se prostire kroz homogen jonizovan
gas. Mada u gasu uvek postoje i pozitivni i negativni joni, na prostiranje talasa
pretezno uticu elektroni, zbog znatno veéeg odnosa naelektrisanje/masa od onog za
bilo koje druge negativne ili pozitivne jone. (Ova tvrdnja je donekle ocigledna, ali
¢emo je niZze i dokazati.) Neka je naelektrisanje elektrona Q (Q < 0), njihova masa
m, koncentracija N, i neka se vektor jacine elektri¢nog polja talasa u posmatranoj
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tacki menja u vremenu kao E (¢) = E,, cos wt. Jednacina kretanja jedne naelektri-
sane Cestice pod dejstvom elektricnog i magnetskog polja talasa glasi

m .jt.’ — QE,, cos wt + Qv X uy H,, cos w. (1)
¢

Posto izmedu amplituda elektrlcnog i magnetskog polja postoji veza E,, — /o€y H s
odnos amplituda drugog i prvog c¢lana sa desne strane jednacine je reda z/c,. Stoga
se drugi ¢lan u odnosu na prvi moZe zanemariti. Tako je, vrlo pribliZzno, brzina
cestice pod dejstvom elektromagnetskog talasa,

= 2 E_ sin wr.
wm

Integraciona konstanta jednaka je nuli, posto je kretanje jona sigurno prostoperiodic-
no. Gustina konvekcione struje u jonizovanom gasu je odavde

NO?

wn

E,, sin o,

J = NQOv =

Tako druga Maksvelova jednacina postaje
rot H=J | &, 0E/ot = (NQ*/wm — &, w) E,, sin wt,
ili
rot H = — o (g — NQ?*/w*m) E,, sin wr.
Za N = 0 (vakuum), drugog ¢lana u zagrach ne bi bilo. Stoga se uticaj jona moZe
svesti na ekvivalentno smanjenje permitivnosti. (V1d1m0 da je taj uticaj zaista uto-

liko izrazeniji ukoliko je odnos Q2/m veci.) Defini$imo prividnu permitivnost jonizo-
vanog gasa u odnosu na talas ugaone ucestanosti o sa

T)2 2

g —90(1— I\Q—)=s,,(l———--"-), (2)
£y *m 3

gde je

fom J 22 ©

47, m

tzv. kriti¢na ulestanost jonizovanog gasa. Svi zakljucci o ravnim uniformnim talasima
u savrienom dielektriku do kojih smo dos$li vaze i sada, sem §to permitivnost dielek-
trika treba da zamenimo prividnom permitivnos¢u &’. Posebno, fazni koeficijent je
sada

. (] g pra o) —
ﬁ = \-fi-"jttu =5 ' \,-'fl —fﬁ_."_}r3 = \/1 - wﬁguﬁ, (4)

Co o
a brzina prostiranja faze

=2 = ‘o —. (5)
ﬁ v 1 __fe."fn

19 Elektromagnetika
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Ako jef = f., izraz pod korenom je pozitivan, pa je v, > ¢,. Ve¢ smo objasnili
da to nije u suprotnosti sa ¢injenicom da je ¢, najveca moguca brzina. Brzinu pro-
stiranja signala u jonizovanom gasu odredi¢emo u slede¢em odeljku.

Ako je f < f., medutim, izraz pod znakom korena je negativan, §to znaci da
se talasi u¢estanosti niZe od f, ne mogu prostirati kroz jonizovan gas. Otuda se f, i
zove ,kriti¢tna frekvencija‘c.

#%12,6.1. Prostiranje ravnih talasa kroz jonizovan gas izloZen magnet-
skom polju. Faradejeva rotacija. Jonosferu prozima Zemljino magnetsko
polje, pa je korisno ispitati da li ono utie na prostiranje talasa kroz jonizovane
gasove. Posmatra¢emo linijski polarizovan talas koji se prostire kroz jonizovan gas u
pravcu i smeru vektora B, homogenog, vremenski konstantnog magnetskog polja.
Vide¢emo da talas ostaje linijski polarizovan, ali da se vektori E i H polja okrecu u
toku prostiranja talasa. To se naziva Faradejeva roracija.

Prema zakljucku posle jednacine (1), strano magnetsko polje moZe imati
primetnog uticaja na prostiranje talasa samo ako je | By | > u, | H,|. Stoga se
jednacina kretanja naelektrisane Cestice pod dejstvom polja talasa i stranog magnet-
skog polja moze napisati u obliku

AL e OB s Dt (6)
dr

Posmatrajmo sada uniforman, linijski polarizovan ravan talas koji se prostire
duz z-ose, za sada u nejonizovanoj sredini. Neka su komponente vektora E talasa

E, (z,1) = 2E, cos (wt — fz), E,(z,t) = 0.

Ove se jednac¢ine mogu napisati i u obliku

E,(2,t) = En(2,1) + E,e (3, 2), E, (2,8) = Epy (2, 1) + Epy (2, 1),
gde je
Ezl (23 I) = Em cos (wt B ﬁz)i Eﬂ. (;‘:.”, I) s Em sin ((-95 e ﬁz)s (7)

E, (z,t) = E, cos (wt — f2), E,; (2, ) = — E, sin (ot — f2). (8)

Ocigledno, jednacine (7) su jednacine desno kruzno polarizovanog talasa, a jedna-
¢ine (8) levo kruzno polarizovanog talasa (gledano u smeru z-ose). Dakle, linijski
polarizovan talas se uvek moze predstaviti kao zbir desno i levo kruzno polarizovanog
talasa. Vektor E (z, 1), dat zbirom komponenata (7) i (8), u svakom trenutku je
paralelan x-osi.

Zamislimo sada da je sredina jonizovana i posmatrajmo talase (7) i (8) u
ravni 2 = 0. Zbog skracenja pisanja, stavimo

E, = E_ cos wt, E,= &+ E,sinw:. 9

Gornji znak se odnosi na desno, a donji na levo polarizovan talas. Prema jednacini
(6), jednatine kretanja naelektrisanih Cestica u elektromagnetskom polju talasa i
polju B, imaju oblik (pretpostavili smo da je vektor B, u smeru z-ose)
o, _Q p , 9B do, O OB,
E, -
m

= "o Bt E,—=—w,. 10
de m oo de m m (10)
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12.7. Brzina prostiranja grupe. Videli smo da se u slu¢aju uniformnog
ravnog talasa u homogenom dielektriku energija prostire istom brzinom, ¢ = N/ £k
kao i faza talasa, 1 da je ta brzina ista za sve frekvencije. Naime, posto se nulte
vrednosti oba polja talasa poklapaju i prostiru istom brzinom ¢, energija sadrZana u
elektri¢cnom i magnetskom polju izmedu dve takve ,,nulte* ravni se, ocigledno,
takode kre¢e tom brzinom. Ve¢ smo pomenuli da se brzina prostiranja energije
naziva i brzina prostiranja grupe.

Brzina prostiranja grupe u disperzivnim sredinama, medutim, moZe se
definisati samo u slucaju signala koji se mogu predstaviti uskim opsegom ucesta-
nosti. IzveSCemo izraz za brzinu prostiranja grupe prvo na elementaran nacin u
jednom posebnom slucaju, a potom c¢emo do istog izraza doci egzaktno, koristei
se pojmovima harmonijske analize (Furijeove transformacije).

12.7.1. Izvodenje izraza za brzinu prostiranja grupe analizom jednog
posebnog slucaja. Posmatrajmo dva ravna talasa istog pravca vektora E i iste
amplitude, ali malo razlicitih ugaonih ucestanosti @, i ®,, koji se prostiru kroz
linearnu disperzivnu sredinu u smeru z-ose. Posto je sredina disperzivna, i fazni
koeficijenti dva talasa se malo razlikuju. Obelezimo ih sa f#;, odnosno fs.

Neka je prvi talas oblika f, (2, 1) = cos (w,;z — f,2), a drugi f,(s,1) =
= cos (wyt — f,2). Rezultantni talas je tada oblika

fi (& 0) + fy(z 1) = cos (w0 — Py &) -+ cos (wet — By 2).

Predstavimo zbir kosinusa u vidu dvostrukog proizvoda kosinusa poluzbira i polu-
razlike argumenata, i stavimo

(B + B2=h, (v, + ®)2=w, B;—p1=4p, @;— o,=Aw.
Dobijamo da je
file D) + fa(z 1) = 2cos [(Aw - t — AP - 2)/2] cos (wt — fi2).

Posto je Aew < @, u jednom trenutku ova funkcija ima oblik skiciran na sl. 12.8.
Brzina prostiranja grupe, v,, jednaka je, ocigledno, brzini prostiranja obvojnice

Sl. 12.8. Zbir dve prostoperiodic-
ne funkcije iste amplitude, a malo
razli¢itih uestanosti.

(anvelope), odnosno brzini prostiranja funkcije cos [(Aw -t — Af - 2)/2]. Prema
tome,

) A dew 1
0= lim A0 _do_ L
Ao—0 f dp dg/de

Brzina prostiranja faze talasa o, = w/f. Razume se, § = ff (w), pa je i v; — vy ().

(brzina prostiranja grupe). (D
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Na primer, u sluc¢aju jonizovanog gasa brzina prostiranja faze data je jedna-
¢inom (4) prethodnog odeljka. Jednacina (1) daje za brzinu prostiranja grupe u joni-
zovanom gasu

ve = 6o VI—fIIf. €)

Mada je izraz (1) za brzinu prostiranja grupe izveden u posebnom slucaju
dve prostoperiodi¢ne funkcije iste amplitude, a malo razli¢itih ucestanosti, moze se
pokazati da on vazi za sve signale koji se mogu predstaviti uskim spektrom u okolini
nosece ucestanosti. Takav dokaz dat je u slede¢em c¢lanu. Posto ne daje neki nov
rezultat, moze se preskociti bez prekidanja kontinuiteta izlaganja.

#%12,7.2. Izvodenje izraza za brzinu prostiranja grupe u opstem slucaju.
Posmatrajmo amplitudski modulisan signal koji se prostire duz z-ose. Neka u
koordinatnom pocetku, z = 0, signal ima oblik

f(x9,0,1) = a(x,y, 0) m(z) cos wyt.

Ovde je a (x, v, 0) amplituda nosioca signala za z = 0, m (¢) moduli$uci signal, a
m, ugaona ucestanost nosioca. Pretpostavimo da prilikom prostiranja modulisanog
signala kroz disperzivnu sredinu ne dolazi do primetne promene oblika moduli$u-
¢eg signala. Zelimo da odredimo njegovu brzinu — to je, po definiciji, brzina pro-
stiranja grupe v,. Ako je tu brzinu moguce definisati, u bilo kojoj tacki z signal
mora biti oblika

foy 20 = a(xy, 2) m(t — z[vy) cos o, (t — z/vy). (3)
Razume se, 1 7, 1 ; su funkcije ugaone ucestanosti nosioca.

Mi ne znamo brzinu prostiranja signala proizvoljneg oblika u disperzivnoj
sredini — to upravo i trazimo. Znamo, medutim, da se prostiranje prostoperiodic-
nih talasa bilo koje ucestanosti u kompleksnom obliku opisuje pomocu faktora
e i@ Sroga ¢emo transformisati signal f(x, v, 0,7) u zbir prostoperiodi¢nih
funkcija pomocu Furijevog integrala, pa ¢emo Furijeov integral signala f (x, v, z, )
dobiti prosto mnoZenjem svake komponente Furijevog spektra sa e #?. Na kraju
¢emo izvrsiti inverznu transformaciju i dobiti signal na mestu = u vremenskom
domenu. Iz njega Ce se videti kolika je brzina prostiranja grupe.

Setimo se da je Furijeova transformacija G (jo) funkcije g (r) data integralom

o0

G (jo) = [ g () e du, ©)

i da se g (r) moze dobiti iz G (jo) inverznom transformacijom
1
g()=— i G (jo) & dw. (5)
2n
Tako je Furijeova transformacija M (jo) modulisuceg signala m (r) data sa

M (jo) = jP m (¢) eI de.

-0



304 13. Odbijanje i prelamanje ravnih talasa

Obic¢no se nastoji da se $to vedi deo energije talasa prenese iz sredine 1 u sre-
dinu 2, tj. da koeficijent refleksije i koeficijent stojeceg talasa budu 3to manji. Na
primer, mozemo Zeleti da neki objekat ne reflektuje energiju ka izvoru polja, recimo
da ne bi mogao da se primeti radarom. Ali se, u nekim slucajevima, refleksija moze i
iskoristiti. Na primer, pretpostavimo da talas nailazi iz sredine poznatih osobina
(recimo vazduha) upravno na povrs iza koje je dielektrik nepoznatih osobina. Taj
dielektrik ne mora biti ni savr§en — tada, jedino, Z, postaje kompleksno. Mere-
njem odnosa stojec¢ih talasa s i poloZzaja minimuma i maksimuma polja u sredini 1
dobijamo eksperimentalne podatke iz kojih je moguce izracunati Z, Najprostiji
takav slucaj je kada je Z, realno (sredina 2 savrsen dielektrik). Tada je maksimum
talasa uz razdvojnu ravan ako je Z, > Z;, a minimum ako je Z, < Z,;. Posto to
eksperimentalno utvrdimo i nademo s, iz jednacine (10) dobijamo R, pa zatim Z,
prema jednacini (5). Kada je Z, kompleksno, postupak je analogan, samo nesto
sloZeniji.

13.3.2. Sluc¢aj nailaska primarnog talasa pod proizvoljnim uglom na
razdvojnu ravan. Snelov zakon. Frenelovi koeficijenti. Kada primarni talas
nailazi na razdvojnu ravan pod proizvoljnim uglom (a ne normalno), granicni uslovi
postaju sloZeniji. Razume se, i u ovom slucaju deo energije primarnog talasa prolazi
u sredinu 2, a deo se odbija. Pravac prostiranja transmitovanog talasa zaklapa sa
normalom na ravan drugaciji ugao od pravca prostiranja primarnog talasa. Otuda i
naziv za taj talas prelomljeni ili refraktovani talas.

Amplitude prelomljenog i reflektovanog talasa zavise, izmedu ostalog, i od
polarizacije talasa. Medutim, uglovi koje pravci prostiranja ekvifaznih ravni tih
talasa zaklapaju sa normalom na ravan ne zavise od polarizacije. Posmatrajmo
ekvifazne ravni ta tri talasa u jednom trenutku, skicirane na sl. 13.7. Incidentni
i reflektovani talas se prostiru brzinom v, = (&u,)"'/?, a prelomljeni brzinom
v, = (eattz)~"/%. Na sl. 13.7 su trenutni poloZaji maksimuma polja talasa nacrtani
punim linijama, a nula isprekidanim. Pretpostavimo da su u posmatranom tre-
nutku grani¢ni uslovi zadovoljeni. Da bi oni ostali zadovoljeni u svim trenucima,
neophodno je da se odnosi amplituda i faza tri talasa na ravni u toku vremena ne
menjaju. To je moguce samo ako se ,,presecne linije¢ svih ekvifaznih ravni sa raz-
dvojnom ravni kre¢u duz nje istom brzinom. Iz slike je gotovo oCigledno da ¢e to
biti slu¢aj samo ako je 0, = 0, i vy/sin 0; = v,/sin 0,, odnosno

sin f, vy

: = MNya (Snelov zakon). (11)
sinfl, U,

Ova relacija se naziva Snelov zakon (Snell van Royen, 1580—1626, holandski fizicar).
Odnos 2,/vy = 1y, naziva se indeks prelamanja za sredine 1 1 2 (naziv potice iz op-
tike). Posto je, najcesce, p, — ps — 1y, dobijamo

Mg = = J = (za p1 = p). (12)

Pretpostavimo da je gy ~ u, ~ p,. Prema Snelovom zakonu (11) i definiciji
(12), za &, = & je 0, > B, To znadi da se talas u sredini 2 prelama ,,ka normali‘‘;
taj slucaj imamo uvek kada talas nailazi iz vazduha na povr$ bilo kog dielektrika.
Prelomljeni talas postoji za sve uglove 0.
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Incidentni talas

N U
Reflektovani talas/ 7 ] 7 7
;. Fa
N T R AT / /
\\ \\\ —'\\ n \"’\ 7 o
\ : /AN 7 5 i

Sl. 13.7. Ekvifazne ravni i pravei pro-
stiranja incidentnog, reflektovanog i pre-
lomljenog talasa.

Ako talas nailazi iz sredine vede permitivnosti, tj. ako je &; > &, tada je 0, < 0,
Talas u sredini 2 se prelama ,,0d normale*. Za ugao 0, odreden jednacinom

sin f;, = sin O = ny, = \/sz_ﬁ (ugao totalne refleksije) (13)

imamo da je 6, = 7/2. Za 6; > 0y ugao 0, ne moze biti realan, posto za realno 0,
ne moze biti sin #, > 1. To znaci da se celokupna energija reflektuje od razdvojne
povrdi. Ova pojava se naziva rotalna refleksija i ima mnogo primena. Najpoznatija
je kod opti¢kih prizmi. Manje poznata primena je kod tzv. dielektricnih talasovoda.
Najprostiji takav talasovod je u vidu trake od dielektrika, kroz koju se talas prostire
sukcesivnim totalnim refleksijama od grani¢nih povr$i. Na kraju ovoga clana ¢emo
se osvrnuti na fizi¢ku interpretaciju totalne refleksije.

Sva gornja razmatranja vaze za svaku polarizaciju primarnog talasa. Posto se
svaki talas moZe predstaviti u vidu zbira paralelno i normalno polarizovanog talasa,
razmotricemo samo ta dva sluc¢aja (sl. 13.8).

E_ ~ Zf - ErXHr
(=)
A Ay
0 ¢
N AE}
- - r - -
Hy  CEpxHy EtxHy
fa) (b)

SI. 13.8. (a) Normalno i (b) paralelno polarizovan incidentni talas
koji nailazi pod uglom f, na razdvojnu ravan dve sredine.

Pretpostavimo da su Ey;, E;, i E, efektivne vrednosti (u opStem slucaju kom-
pleksne) incidentnog, reflektovanog i prelomljenog talasa. Prema grani¢nim uslo-
vima, ukupne tangencijalne komponente vektora E i H sa dve strane razdvojne
povrii moraju biti jednake. U odnosu na referentne smerove prikazane na slici do-
bijamo

Ey + E, = Ey, (Hyy— H,,) cos 0, = H, cos 0,

20 Elektromagnetika
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za normalnu polarizaciju, a
(Ey — Ey,) cos 0, = E, cos fl,, Hy,, + H,, = H,

za paralelnu polarizaciju. Razume se, prema Snelovom zakonu (11)
cos 0, = +/1 —sin2 0, = — Jnl_z_—_ sin? 0,. (14)

[CT]

Posto je H“ = EylZys Hy, = By, |]Z; 1 Hy = EEfZE, iz dva pretposlednja para ]ed—
nacina mozemo eliminisati H,,, H,, i H, i odrediti koeficijente refleksije R, i R,, i
koeficijente transmisije T, i T, koji odgovaraju ovim polarizacijama:

R — (&) Z, cos b, — Z, cos 0, (15)
Ey/n  Zycos B, + Z, cos 0,

N ( )  2Z,cos by (16)
= E,, Zy cos 0y + 21 cos 6;,
El'.r Zl COS 81 e Z2 cos 82

R, = ) = (17)
E, Z, cos 0, + Z, cos 6,,

( ) _ 2Zjcosfy ey (18)
E,, Zy cos 0 + Z, cos 0,

Koeficijenti R, . . ., T, nazivaju se Frenelovi koeficijenti (Augustin Fresnel, 1788—
—1827, francuski fizicar).

Ovi izrazi su opsti. Ako su sredine 1 i 2 savrseni dielektrici, Z; i Z, su realni,
te su realni i R,,...,T,. To znati da su E,, i E;, odnosno E, i E,,, tada bilo u
fazi, bilo u protivfazi. Ako je jedna od sredina nesavrSen dielektrik, koeficijenti
R,, ..., T, su kompleksni. Tada komponente polja tri talasa uz razdvojnu ravan
nisu u fazi (ili protivfazi). Na takav, sloZeniji slu¢aj osvrnu¢emo se u sledecem
odeljku.

Kada su dve sredine savreni dielektrici i u; = po, tada je Z,/Z, = Veole, =
= nyy. lzrazi (15) — (18) se stoga mogu napisati u obliku

cos fl; — ny, cos 0, 2 cos 0,

Rn G : e Tn e E e = 1= Hz)s (19)
cos 0; -+ ny, cos 0, cos 0 -+ ny, cos O, S
R, — ny3 cos B — cos 0, T 2 cos 94 - B 20)

mycos Oy + cosfy | mygcosfy + cos 6
gde je cos 0, dat jednac¢inom (14). Analizirajmo detaljnije ove izraze.

Prema Snelovom zakonu je n,, = sin 8,/sin 6,. Otuda R, ne moze biti jednako
nuli, posto bi to zahtevalo da istovremeno bude n,, = cos f,/cos 3, §to nije moguce.
Ali R, moZe biti nula, i to kada je cos , = n,, cos #,. Prema jednacini (14) nalazimo
da to odgovara uglu 6, odredenom jednacinom

niy cos? 0, = niy — sin? 6.
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Posto je 1/cos® f; = 1 + tg*6,, dobijamo

ny = niy (1 + tg2 0,) — 12 0,,
ili

nis (n3, —tg? 0,) = ni, — 122 0,.
Odavde je tangens ugla 6, pri kome, pri paralelnoj polarizaciji, i$¢ezava reflektovani
talas,

tg 6y = tg Oy = my3  (Brusterov ugao). (21)

Ugao 0, se naziva polarizacioni ili Brusterov ugao (David Brewster, 1781—1868,
$kotski fizi¢ar). Ako talas koji ima i normalnu i paralelnu komponentu vektora E
naide pod Brusterovim uglom na povr$ dielektrika, reflektuje se samo normalno
polarizovana komponenta. Ako na putu toga reflektovanog talasa opet postavimo
ploc¢u od dielektrika, ali tako da je talas u odnosu na nju paralelno polarizovan,
reflektovani talas iSc¢ezava. Upravo ovakvu pojavu u optici je otkrio Bruster pocet-
kom proslog veka.

Vratimo se sada na totalnu refleksiju. Neka je sin 0; > n,,. U tom slucaju je
cosfl, u jednacini (14) imaginaran,

posb ssdelen T o0 kP ) (22)
Mz
Prema jednacinama (19) i (20) zaklju¢ujemo da je tada | R,|=11i | R,| = 1. To
znaéi da se celokupna energija talasa reflektuje od razdvojne povrsi.
U ustaljenom prostoperiodi¢nom stanju, u sredini 2 ipak postoji elektromagnet-

sko polje. Na primer, prema jedna¢inama (21) i (22) ¢lana 12.3.4 (str. 285) i sl. 13.8a,
za normalnu polarizaciju u sredini 2 postoji talas oblika

Et - Ez @ —iBa(y sin B4—z cOs 6y) !.:e

Posto je, po Snelovom zakonu, sin 0, = ny, sin 0,, prema jednacini (22) dalje dobi-
jamo

Et - E‘Z eB:f(0:, y3)z e”iﬁs“el)’sin iy fx_

Predznak ,,plus‘ prvog eksponenta smo usvojili iz fizickih razloga: talas ne moze
neograni¢eno rasti po amplitudi za z— — co.

Poslednji izraz kaze da u sredini 2 postoji specifican talas. Ravni jednake
amplitude (koja opada sa porastom | z |) su ravni z = const, a ravni jednake faze su
ravni y = const. Takav talas se naziva netransverzalan talas. Uo¢imo da brzina
prostiranja faze (ekvifaznih ravni) u sredini 2 nije jednaka w/f,. Dakle, brzina
prostivanja faze netransverzalnih talasa nije data istim izrazom kao za transverzalne
talase.

#13.4. Odbijanje i prelamanje talasa na ravnoj razdvojnoj povrsi die-
lektrika i poluprovodnika. Snelov zakon u kompleksnom obliku. Pretposta-
vimo da je sredina 1 iz koje nailazi primarni talas savrSen dielektrik (parametara
& i ), a sredina 2 poluprovodnik (parametara &, u, i 0,). To je aproksimacija

20*
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Cestih slucajeva koji se sre¢u, na primer kada talas nailazi iz vazduha na pribliZno
ravnu povr$ zemlje ili vode, i sli¢no. Ugao prelamanja je opet odreden Snelovim
zakonom (11) prethodnog odeljka (uz dopunu koja ¢e niZe biti obja$njena). Ali, to
je sada ugao normale na ekvifazne ravni u sredini 2, koje se ne poklapaju sa ravnima
iste amplitude. Naime, ravni jednake amplitude su odredene duzinom puta talasa
kroz sredinu sa gubicima (sl. 13.9). Dakle, talas u sredini 2 je netransverzalnog tipa
(a videli smo $ta to fizicki znaci). Samo ako je 0, = 0, te i 6, = 0, ravni jednake
faze i jednake amplitude u sredini 2 se poklapaju.

SL. 13.9. Ekvifazne ravni (puno i tatkasto) u
sredini 1 se poklapaju sa ravnima iste amplitude,
U poluprovodnoj sredini 2 ravni jednake ampli-
tude (isprekidane) su paralelne razdvojnoj po-
vrsi, poSto njih odreduje duZina puta kroz sre-
dinu sa gubicima.

Brzina prostiranja faze talasa jednaka je w/f bez obzira da li sredina ima
gubitaka ili ne. Ali, taj izraz vaZi samo za transverzalan talas. U slu¢aju netransver-
zalnog talasa, brzina prostiranja faze nije jednaka w/f — to smo videli na primeru
totalne refleksije. Prema tome, istina je da u slucaju na sl. 13.9 Snelov zakon glasi,
kao i ranije, sin 0,/sin 0, = v,/v;, ali ne znamo kako se izracunava brzina prosti-
ranja faze v, netransverzalnog talasa u poluprovodnoj sredini. To se moze dobiti iz
tzv. Snelovog zakona u kompleksnom obliku, koji ¢emo sada izvesti.

Pretpostavimo, zbog opstosti, da su obe sredine, 1 i 2, poluprovodne. Neka
su kompleksni koeficijenti prostiranja ravnih talasa u dve sredine y,, odnosno y,.
Pretpostavimo da iz sredine 1., pod uglom 6, prema normali, nailazi ravan transverza-
lan talas. Prema jedna¢inama (21) i (22) ¢lana 12.3.4, sve komponente talasa u sredini
1 su karakterisane faktorom oblika (v. sl. 13.9)

e~ nm-r — evi(ysing;—zcoshy) (1)
Posto je y, = a, - jf,;, vidimo da se ravni jednake faze i jednake amplitude u sre-
dini 1 poklapaju.

- Pretpostavimo da je moguce netransverzalan talas u sredini 2 predstaviti u
istom obliku, tj. da su sve komponente talasa karakterisane faktorom

@~V T — o—¥(¥sinf;—zcosf,) (2)

Talas ovoga oblika moze biti netransverzalan, pod uslovom da je ugao 0, kompleksan.
U to se mozemo uveriti slede¢im rezonovanjem. Ako je f, kompleksno, tada su i
sin 0y = a + jb i cos 0, = ¢ -+ jd kompleksni. Prema tome, jednacina (2) bi tada
bila oblika

e- "Vallg o ¥ — e_(a=+iﬁ=)[3’(94-'jb)_2(c+idJ] a—

— e—a(@ay—cz)+fa(by—dz) o —ilfa(ay—cz)+as(by—dz)],
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Ravni jednake amplitude se dobijaju izjednacavanjem prvog eksponenta sa kon-
stantom, a ravni jednake faze izjednaCavanjem sa konstantom izraza u uglastoj za-
gradi drugog cksponenta. To su neparalelne ravni, pa je talas netransverzalan.

Ako je prostiranje za sve komponente talasa u sredini 1 i sredini 2 karakteri-
sano faktorom (1) odnosno (2), grani¢ni uslovi u ravni 2 = 0 (razdvojna ravan),
ma kakvi ont bili, mogu biti u svakom trenutku zadovoljeni samo ako su, za z = 0,
eksponenti izraza (1) i (2) medusobno jednaki. Tako dobijamo slede¢u vezu izmedu
uglova 1, i 0,:

y, 8in f; = v, sin 6, (Snelov zakon u kompleksnom obliku). (3)

Ova jednacina predstavlja Snelov zakon u kompleksnom obliku. U slucaju savrsenih
dielektrika, jednacina (3) prelazi u ranije izvedeni Snelov zakon.

Reflektovani talas u sredini 1 se odreduje pomocu obrazaca (14), (15) 1 (17)
prethodnog odeljka. Sada su oba koeficijenta refleksije (kao i koeficijenti transmisije)
kompleksni. To znaci da reflektovani i primarni talas na razdvojnoj ravni nisu u
fazi (ili protivfazi). Stoga se talas koji nije paralelno ili normalno polarizovan odbija
od razdvojne ravni kao elipricki polarizovan talas.

Koeficijenti refleksije R, i R, zavise od ucestanosti i parametara sredina 11 2
(koji, sa svoje strane, zavise bar u izvesnoj meri od ucestanosti). Oni se mogu izra-
Cunati za Zeljeni ugao 0, ako se imaju u vidu jednacine (14), (15) i (17) prethodnog
odeljka, i u njima koristi kompleksna impedansa sredine 2. Kao primer, na sl. 13.10
skicirana je zavisnost modula i argumenta koeficijenta refleksije R, = |R,| e i
R, =|R,| &% od ugla 0, za e, = 15e0, pts = py i 03’ = 102 S/m (vlaZna zemlja),
sredinu 1 vazduh i udestanost f = 10 MHz. Vidi se da | R, | ima minimum, koji
odgovara nekom pseudo-Brusterovom uglu.

R «

1 -180°
SI. 13.10. Primer zavisnosti modula
i argumenta koeficijenta refleksije 0,8
pri nailasku ravnog talasa iz vazdu- -120°
ha naravnu povri Zemlje parame- 06
tara &, — 15g,, @, = 1072 §/m i
fs = 1, pri ucestanosti f = 10 04
MHz, u funkciji ugla 6, nailaska ! - 60°
primarnog talasa. 02

o ]
5 : { J'BJI.'J @,) 0° o,

0° 10° 20° 30° 40° 50° 60° 70° 80° 90°

Kao poseban slucaj, kada je o, > we, i | Z,| < 1 (dobar provodnik), pomocu
jednacina (15) i (17) prethodnog odeljka lako nalazimo da je R, ~—1i R, ~1za
sve uglove 0,. Imajuéi u vidu da se to odnosi na referentne smerove prikazane na
sl. 13.8, mozemo reci da pri refleksiji od ravne povrsi dobrog provodnika talas ne
menja amplitudu, da menja fazu za & u slu¢aju normalne polarizacije, a da ne menja
fazu u slucaju paralelne polarizacije.
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13.5. Odbijanje i prelamanje ravnih talasa u slufaju jonesfere. U
odeljku 12.6 analizirali smo uslove prostiranja ravnih talasa kroz homogene jonizo-
vane gasove. Zaklju¢ili smo da se, u odsustvu stranog magnetskog polja, uticaj joni-
Zovanog gasa moZe svesti na promenu permitivnosti,

&' = & (1 —f2If*. ¢y

[v. jednacine (2) i (3) odeljka 12.6]. U ovom odeljku ¢emo ispitati kako se ravan
talas prostire kroz jonizovan gas Cija se ekvivalentna permitivnost ¢’ (odnosno kon-
centracija elektrona) kontinualno menja pocev od grani¢ne ravni sloja. Upravo
takav slu¢aj imamo priblizno kod Zemljine jonosfere.

Kao 3to smo pomenuli u odeljku 12.6, jonosfera je jonizovan sloj atmosfere
koji se proteZe negde izmedu 50 km i 500 km od povrsi Zemlje. Koncentracija elek-
trona se menja sa visinom i zavisi vrlo mnogo od doba dana, a dosta od doba godine,
geografske Sirine i trenutnog intenziteta Sunceve aktivnosti.

U toku dana, koncentracija elektrona sa promenom visine pokazuje izvesne
pravilnosti, tako da je jonosferu moguce podeliti u tome smislu u &etiri ,,sloja‘c.
Granice izmedu tih slojeva su sasvim proizvoljne, a slojevi se obelezavaju redom
sa D, E, F, i F, (raCunato od povrsi Zemlje). Visina sloja D je 50—70 km, sloja E
je 100—150 km, sloja F; oko 200 km i sloja F, izmedu 250 km i 300 km. Nocu
slojevi D i E prakti¢no i§¢ezavaju, a slojevi F, i F, se stapaju u tzv. sloj F, na visini
od oko 250 km do oko 400 km. Red veli¢ine kriti¢ne ucestanosti za maksimume
jonizacije slojeva E, F,, F, i F je, redom, oko 3—4 MHz, 4—5 MHz, 6—8 MHz i
3—5 MHz. NajniZi sloj, D, u kome su sudari elektrona sa neutralnim atomima naj-
¢esci, je dominantan u pogledu slabljenja talasa. Zainteresovan ¢italac moze nadi
viSe informacija o jonosferi u lit. br. 79 navedenoj na kraju knjige.

Zamislimo sada da talas ucestanosti f nailazi pod uglom 6, prema normali
na donju grani¢nu povr§ jonosfere (zbog jednostavnosti usvajamo da je ravna),
kao na sl. 13.11. Pretpostavljena zavisnost kriti¢ne ucestanosti od visine skicirana
je na slici. Jonosferu moZemo zamisliti u vidu mnogo tankih slojeva konstantne

Sl. 13.11. Skica prostiranja talasa kroz
B~ jonosferu.

koncentracije, kao §to je na slici nagove$teno. Primenom Snelovog zakona (11) i (12)
odeljka 13.3 dobijamo jednadine

sin Op/sin 6, = /&) /z,, sin 0,/sin 0, = eale), . . .

gde €], £, ... oznadavaju ekvivalentne permitivnosti sukcesivnih slojeva. Vidimo
da se ugao 0’ na bilo kojoj visini moZe izracunati iz jednacine

sin O,/sin 0" = \/¢'[e,,
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koja se dobija mnozenjem levih i desnih strana gornjih jednacina sve do sloja ekvi-
valentne permitivnosti ¢’. Odavde i iz jednacine (1) tako dobijamo

sin 6’ /1 — f2[f2 = sin 6,. )

Ako su ucestanost f i ugao 0, takvi da je 6 < m/2 u tacki u kojoj je kriti¢na
udestanost f, = fomax talas Ce se poviti, ali ¢e proéi kroz jonosferu i iz nje izadi tacno
pod uglom 6, (sluc¢aj 1 nasl. 13.11). Ali ako su f i 0, takvi da je §' = /2 pre visine u
kojoj je fo = femax> talas se reflektuje od jonosfere (putan;a 2 na slici), i iz n]e izlazi

opet pod uglom 0y U tom slucaju talas dospeva do visine na kojoj je jonizacija
takva da je

odakle nalazimo
fe = f cos b,. (3)

Za 6, = 0 (talas nailazi upravno na jonosferu), f, = f. Ova se Cinjenica koristi za
,,sondiranje‘¢ jonosfere.

Posto se f,,.« krece, grubo, izmedu 3 MHz i 8 MHz, talas ucestanosti nizZe
od oko 3 MHz ne moze pro¢i kroz jonosferu. Imajudi u vidu jednacinu (3), jonosfera
reflektuje i talase udestanosti vece od fom.x kada oni nailaze na nju pod dovoljno
velikim uglom (u odnosu na normalu). Tako se jonosfera i povr§ Zemlje mogu
Kkoristiti kao ,,talasovod<* i talasi dovoljno niske ucestanosti voditi uzastopnim reflek-
sijama do udaljene tacke povrdi Zemlje. Za vezu sa satelitima, medutim, moraju se
koristiti talasi znatno viSe ucestanosti, koji pod prakti¢no svim uglovima prolaze
kroz jonosferu.

#13.6. Neki sloZeniji primeri refleksije ravnih talasa. U prethodnim
odeljcima analizirali smo najjednostavnije (ali i najvaznije) slucajeve odbijanja i
prelamanja ravnih talasa. Pomoc¢u osnovnih formula koje smo izveli moguce je,
medutim, doéi i do niza drugih korisnih rezultata. Ovaj odeljak ima za cilj da ukrat-
ko izvede neke od njih.

#13.6.1. Dve sredine razdvojene poluprovodnim slojem. Posmatrajmo
prvo slucaj skiciran na sl. 13.12. Ravan talas nailazi iz savr$enog dielektrika 1 uprav-
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no na poluprovodni sloj 2 debljine d, iza koga je homogen poluprovodnik. Odredimo
koeficijent refleksije (za vektor E) u ovom slucaju.

Zadatak ¢emo resiti na dva nacina: kori§¢enjem grani¢nih uslova koje moraju
da zadovoljavaju elektri¢no i magnetsko polje na grani¢nim povr$ima, i posmatra-
njem uzastopnih odbijanja i transmisije talasa koji se prostire u sredini 2.

Neka je E;, amplituda reflektovanog talasa u sredini 1. I u sredini 2 postoji i
direktni i reflektovani talas, ali amplitude tog talasa nisu u svakoj tacki iste, zbog
slabljenja koje unosi sredina. ObeleZimo sa E,;, odnosno sa E,,, efektivne vrednosti
direktnog i reflektovanog talasa u sredini 2, neposredno uz razdvojnu povr$ sredina
11 2. Ako sa y, obelezimo kompleksni koeficijent prostiranja sredine 2, efektivne
vrednosti direktnog i reflektovanog talasa u sredini 2 neposredno uz razdvojnu
povrs sredina 2 i 3 ¢e tada biti E, e 74 i E, e*74d Na kraju, obelezimo sa E, efek-
tivnu vrednost elektri¢nog polja talasa koji se prostire u sredini 3, neposredno uz
razdvojnu povr$ sredina 2 i 3.

Na sl. 13.12 su naznaceni referentni smerovi svih gore nabrojanih kompo-
nenata i odgovarajudi referentni smerovi vektora H (proizvod E x H mora uvek
biti u smeru prostiranja talasa). Prema grani¢nom uslovu za tangencijalne kompo-
nente elektri¢nog i magnetskog polja, zbir komponenata polja sa jedne strane raz-
dvojne povrsi mora biti jednak zbiru komponenata sa druge strane povr$i. Tako
dobijamo jednacine

Ey + Ey = Ey + Eyys 1)
Hy,,— H,, = Hy — H,., (2)
Eye~7d 4 B, evd = E,, 3)
Hye—vd—H, end — H,. (4)

Ako u ove jednacine stavimo H = E/Z sa odgovaraju¢im indeksima, umesto (2) i
(4) dobijamo jednacine

(En T Elr)le = (Em T Ezr)f'rzza (5)
(Ey e~ "4 — E,, er4)[|Zy, = E,|Z,. (6)
Iz jednacina (1), (3), (5) i (6) se mogu eliminisati E,;, E,, i E,. Tako se, posle

duzeg, ali jednostavnog, racuna dobija da je odnos efektivnih vrednosti reflektovanog
i direktnog (incidentnog) talasa u sredini 1

‘El.r o _Zi_ Zl (7)

By 2 +2

gde je _
ZU _ Zz 52 Sh y2d + ZS Ch yzd ) (8)
Zz Ch y2d + 23 Sh 'yzd

Poredenjem (7) sa jedna¢inom (4) ¢lana 13.3.1 zakljutujemo da Z, predstavlja
neku vrstu ekvivalentne impedanse sredina 2 i 3 u odnosu na sredinu 1.
Izves¢emo sada jednacinu (7) i koristeci se fizickom predstavom uzastopnih
odbijanja i transmisije talasa u sredini 2. Posmatrajmo talas koji iz sredine 1 nailazi
u sloj 2. Jedan deo talasa se reflektuje, drugi se prenosi. Na sl. 13.13 su ta dva talasa
oznacena sa E}, i Ej. Talas E} se prostire kroz sredinu 2, i kada naide na kraj
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sloja, jedan njegov deo prolazi u sredinu 3 (oznacen sa Ej), a drugi deo (El) se
reflektuje. Taj reflektovani talas se, zatim, ponovo delimi¢no prenosi, a delimi¢no
reflektuje na razdvojnoj povrsi sredina 2 i 1 itd. Ukupne efektivne vrednosti poje-
dinih komponenata su jednake zbiru svih ovih delimi¢nih vrednosti, koje ¢emo
sada odrediti.

! 2 3
1 1
Eji Eai £;
oy
Efp 35— Ey )
SL. 13.13. Odredivanje reflektovanog i transmi- Ejr E2
3

tovanog talasa posmatranjem uzastopnih reflek- Efr
sija 1 transmisija talasa.

Neka je E;; efektivna vrednost incidentnog talasa u sredini 1. Tada se, prema
jednatini (4) ¢lana 13.3.1, od razdvojnog sloja sredina 1 i 2 odbija talas cija je efek-
tivna vrednost

Zy,—Z
Eir ==z ! Ey = Ry By,
Zy + 7y
a u sredinu 2 prolazi talas efektivne vrednosti
E 27 . .
b;i e . E, = T, Bu‘
Zy + 2,

Kada talas E%; dospe do razdvojne povrsi sredina 2 i 3, njegova vrednost opadne
na Ty, e 74 E,. U sredinu 3 prolazi deo tog talasa

Ey = (Tyae "4 Ey) Ty,
a reflektuje se talas efektivne vrednosti
Ej; = (Tyy e~ Eyy) Ry,

Deo oslabljenog talasa E}. se zatim prenosi u sredinu 1, a deo ponovo reflektuje
itd. Prema tome, reflektovani talas u sredini 1 se mozZe napisati u obliku zbira (u
prvom zbiru su, zbog jasnoce, faktori pojedinih sabiraka napisani onim redom
kojim se, pracenjem kretanja talasa, javljaju)

ElrI{Eli = R12 +“ ?Qtz e_?ud Rzg e_hd T21 —+
+ Ty g R2ue_hd Ry e~ Ry, e ™ Tou+...=Ryp+
[' T12 T21 R23 6_2?"“'[1 + R2| st e_zy*d + (R21 R23 6‘2”*‘{)2 + _— .] —

T Tz_L__Rme i

= Ry + - .
= Ry Roz e 21
Kada se u ovaj izraz stavi Ry, = — Ry, [v. jednacinu (4) ¢lana 13.3.1], dobija se
da je odnos efektivnih vrednosti reflektovanog i incidentnog talasa u sredini 1
E,. Tyg Toy Ryg e~ 20
ot - R]2 + 12 + 2] 23 (9)

Ey 1 + Ryy Rype=2r4



	EM_BDP_1str.pdf
	EM_BDP_zaOF_staro.pdf
	EM_BDP_1str.pdf
	EM_BDP1.pdf




